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Resumen Se presenta un modelo novedoso para describir la friccién
articular en un robot industrial. Este modelo es una extensién del mo-
delo de fricciéon dindmica LuGre. El efecto Stribeck es modelado con
una ecuacion diferencial no lineal de primer orden. La principal venta-
ja de la nueva descripcién radica en la posibilidad de identificar todos
los pardmetros relevantes de friccién en linea. La validez del esquema

adaptable de compensacién de friccion dindmica es verificada mediante
resultados experimentales.
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1. Introduccién

La friccién dindmica es un fenémeno fisico inevitable que tiene comportamientos
no lineales complejos que deterioran el desempefio de servomecanismos de alta
precision. Para obtener una compensacién adecuada de friccién, es importante
contar con un modelo de friccién conveniente [9} que prediga la friccién real y
comande una accién de control opuesta para una eficiente compensacion [16,18).
Uno de los cambios mas importantes en control orientado en modelos de fric-
cién se enfoca a que estos sean tan simples como sea posible, para describir los
fenémenos bésicos que induce la friccién durante un movimiento (8]. Un paso im-
portante en esta direccién es el modelo de friccién introducido en (2], donde los
autores presentan un modelo dindmico de primer orden junto con una ecuacién
de salida para describir la fuerza de friccién en una regién de contacto entre
dos cuerpos. La principal ventaja de éste y otros modelos de friccién dindmica
en la literatura ! radica en su habilidad para reproducir un comportamiento
de histéresis y el llamado “efecto Stribeck” que explica la transicién de friccién
estdtica a friccién dindmica. Se han realizado intentos para proponer esquemas
de adaptacién en linea para modelos de friccién dindmica. En [9,6,7,10,11] se
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presentan esquemas para adaptar los pardmetros del modelo de friccién dindmi-
ca introducidos en [2]. El nimero de pardmetros sujetos a adaptacién cambia en
cada caso. pero en todos ellos, se tiene que asumir el conocimiento de algunos
pardmetros. En este articulo se propone un nuevo modelo de friccién dindmica
que extiende al presentado en [2]. La principal diferencia en la nueva descrip-
cién con respecto a (2], es en la descripcién del efecto Stribeck, el cual ahora es
modelado con una ecuacién diferencial no lineal de primer orden. La friccién de
Coulomb y el comportamiento de histéresis son de igual manera modelados con
una ecuacién diferencial no lineal de primer orden. Esto tiene como resultado
un modelo de friccién dindmico de segundo orden que intuitivamente preserva y
reproduce un comportamiento de estado pseudo-estacionaric? y ofrece las mismas
propiedades de entrada-salida del modelo previo. La princ1'];"al v.en’taja de esta
nueva representacién con respecto a otros modelos de friccion dindmica radica
en la posibilidad de identificar todos los pardmetros relevantes que caracterizan

la friccién.

2. Modelo de friccién dindmica

El modelo de fuerza de friccién dindmica tiene la siguiente estructura
F =o0oF.z+ 012 + 02 + (Fs — Fe)y + ay, (1)

donde F, > 0 es el coeficiente de friccién de Coulomb, F,; > 0 es el coeficiente de
friccién estatica, o; > 0;4 = 0,1,2 son constantes que pueden ser interpretadas
como pardmetros de rigidez o amortiguamiento viscoso. En este modelo z y y
son los estados internos del modelo de friccidn, el estado z esta relacionado con la
friccién de Coulomb y el estado y se relaciona con el efecto Stribeck. La dindmica
de z y y esta dada por

z =g —aoldlz, (2)

§ =~y +sign(g)e™™", 3)

donde § es la velocidad relativa de las superficies en contacto, m es una cantidad
conocida?, @ > 0 es una constante y n = |1/g,|™, con g, es la velocidad Stribeck.
La ecuacién (1) presenta ligeras modificaciones con respecto al modelo presen-
tado en [8]. La ecuacién (3), y los términos (Fy; — F¢)y y  en (1) representan
el proceso transitorio en el deslizamiento de la unién de contacto que va desde
un estado de méaxima deflexion sin deslizamiento a un estado de deslizamiento
completo. Este proceso transitorio estd detras del efecto Stribeck. Sustituyendo
(2) y (3) en (1) se obtiene

F=0yF;z+ 01— 0901|§|z + 020+ (Fs — F)y +a [_y ot Sign(q)e—ﬂlr“m] '
4)

% La literatura se refiere al usode m = 1/2 o m = 2.
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Para calcular la respuesta en estado pseudo-estacionario, se fija ¢ y se coloca
zZ =0y ¢y =0, entonces el equilibrio para (2) y (3) es

1 . , a1
z = —sign(q), ¥ = sign(g)e™"4I". (5)
(
La sustitucién de (5) en (4) con 2 =0y g = 0 resulta en

F = F. sign(q) + (F, — Fe)sign(q) e™9™ + 0,4, (6)

lo cual coincide con la solucién en estado estacionario presentada en [2].
3. Propiedades de Pasividad

Las propiedades de pasividad del modelo de friccién en (1)-(3) son estable-
cidas por

Proposition 1. Si F, > F,, el sistema dindmico en (1)-(3) define un operador
estrictamente pasivo X : Lye — Lo, : @ — F, esto es, a lo largo de las soluciones
de (1)-(3) con condiciones iniciales cero, es decir I(0,T) = foT gFdt > 0.
Prueba

T T
10,T) = / gFdt = ] (00Fcz + 012+ 02 + (Fs — Fo)y +ag)gdt.  (7)
0 0
que puede ser descompuesto como I(0,T) = I,(0,T) + I(0,T) + I3(0,T) +
Ii(0,T).

Donde I;(0,T) = fOT (012 +029)gdt, I5(0,T) = ooF. foT zgdt, I3(0,T) =
o o gadt, 14(0,T) = (F, - F.) [y ygdt.

Si las condiciones iniciales satisfacen z(0) = y(0) = 0, entonces es posible acotar
z y y mediante

1

I < —, lyl S e, (8)
0

Tomando ahora I;(0,T), sustituyendo (2) y usando (8) se consigue
T T
L(0,T) = / (01§ — 0001|¢|z + 02q) g dt > / (=01 + 01 +02)¢*dt > 0. (9)
0 0

Para I5(0,T), usando z(0) = 0, (2) y (8) obtiene

T UOFc T
L(0,T) = ooF, / 2 (2 ~aoldls) dt = 20 AT) + 00 °F. / 2d| > 0. (10)
0 0

Para el caso de I3(0,T), se toma (3) y (8) para obtener

T T
LO,T)=a / (—y+sign(q)e'"‘“' )thzfx / (=g + gl e~ gt > 0.
0 0

(11)
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Finalmente, para I;(0,T), se _considera primero el caso para ¢ # 0, entonces se

usa (3) para conseguir § = e__%gwm Sustituyendo esto en I4(0, T'), usando (8)
y y(0) = 0 se consigue

T J+y T L T 3
LO.T) = (F, - F) [ ;?—"mwyléldtz(a—ﬂ){ [ vitdtae+ [ g2lanae
0

T
> (F, - F.) {Iq.miuly(T)z +‘/0. yZIqI dt} >0,

con |¢| < |Gmin] donde ¢ # 0 y asumiendo que Fy > Fe. El otro caso, ¢ = 0,
implica directamente I3(0,T) = 0 . Finalmentesi Fy > Fe = 1(0,T) = (0, T)+
(0, T)+I5(0,T)+1,(0, T) > 0. Esta prueba ha usado la estructura presentada

en [12].
4. Esquema de identificacién

En esta seccién se presenta una estructura para propdsitos de identificacién.
Asumiendo el conocimiento del pardmetro n, lo que implica que la velocidad
Stribeck también es conocida® se puede escribir la fuerza con una estructura

lineal en los pardémetros como F=U P, (12)

dond
ey =[z,-(dlz,4,9, 9], P. = [00F¢,0001,01 + 02, Fs — F¢, 0] . (13)

5. Control adaptable de robots con friccién dinamica

En esta seccién es disefiado un controlador adaptable para robots manipuladores
con compensacién de friccién dindmica. La dindmica de un robot manipulador
de n-grados de libertad [15] es descrita mediante.

H(q)§+C(q,4)4+9(qg)=7—F, (14)

donde g € R™ es el vector de coordenadas articulares generalizadas, H(q) €
R™ " es la matriz de inercia simétrica positiva definida, C(q,q)q € R™ es el
vector de Coriolis y fuerzas centrifugas, g(g) € R" es el vector de fuerza grav-
itacional, F = [F; ..., F,] € R™ son las fuerzas de friccién actuando de manera
independiente en cada articulacién?, cada uno de ellos estructurado de acuerdo
a (12), 7 € R™ es el vector de pares actuando en las articulaciones. El modelo
del robot (14) tiene las siguientes propiedades bien conocidas [14]:

= 1)Existen constantes positivas y; y p, tales que u I, < H(q) < polI,.

% Esta suposicién puede ser facilmente relajada, tal como se muestra en [8]
4 F = U, P, es el vector formado por (12).
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= 2) La matriz H(q) — 2C(q, q) es anti-simétrica.
= 3) C(q,x)y = C(q.y)=.

= 4) El modelo del robot (14) puede ser parametrizado como H(q)g +
C(q,4)q4+9(q) + F = U2(q,4,4) P2,

donde P € R! contiene los parametros desconocidos del manipulador y la matriz
del regresor U2(q, q,§) contiene las funciones conocidas. Considerando que los
estados en (2) y (3) no pueden ser medidos y por consiguiente deben de ser
estimados. El siguiente observador adaptable es propuesto para estimar Z,yy
los parémetros del modelo P = [Py, P,|7, usando el regresor U = U1, Uq)

2=q-do 42, (15a)
¥ = - + sign(g)e~"4I", (15b)
2 ~T

P=-IU s, (15¢)

donde & denota el estimado de e, con la excepcién de U = [U’;, Un,'=IT>0
es una matriz 5. Definiendo las siguientes sefiales de error 3 = % — z2,y=9-y,
P=P—-P,F=F—F como el error de friccién y 8 se define posteriormente.
Para disenar la ley de control, se considera el modelo (14) y define el error
de seguimiento dado por g C q — qq4;, donde gy; es una trayectoria deseada
acotada suave. Otras definiciones son ¢, = g4; — Agy 8 = g — 4., donde
A; = k;I € R™>™ con k; > 0. El controlador propuesto est4 entonces dado por

7= H(q)4, + C(q,4,)d; +3(q) + F - Kps, (16)
donde Kp € R™*™ es una matriz diagonal positiva definida.

Proposition 2. Considere el sistema dindmico (14), el observador adaptable
" (15) y la ley de control (16) entonces el error de sequimiento §, los errores de
observacion 2z, § y las seniales s, UP tenderdn asintdticamente a cero.

Prueba Si el sistema dindmico de error esta dado por

z=-|q)z, (17a)

y=-9 (17b)
UP-UP=U,P,-U,P, +U,P,

=U,P, +U,P, +U,P,. (17¢)

Considere la siguiente funcién candidata de Lyapunov

V= %“’TH (@)s+ 5P 1P+ 1321 B2 (18)

2 2

5 Notar que ha sido introducido un ligero cambio en la manipulacién del coeficiente a
el cual no cambia las propiedades del modelo

N —
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con v; > 0 una ganancia escalar. El siguiente paso es calcular la derivada de la
funcién candidata de Lyapunov en (18) a lo largo de (17), la cual puede ser
mostrada para satisfacer

. : -~ 2 - s "
V=3TH(q)§+%sTH(q)s+ mzz+nyy+P rolp. (19)

Después de sustituir la ley de control propuesta (16) en (19), con 8 = § — g,
usando las propiedades 2 y 3 y realizando algunas manipulaciones, es posible

obtener
V=P OTOP+sTU\P + M2 +v0y-6"Kps,  (20)
donde los términos U, P, en (20) pueden ser descompuestos como
U.P; = [p,, — P1,14l]z + [P, -l =vZ+vy. (21)
La sustitucién de (21) dentro de (20) lleva a
V- Pl UPsTvi2+8Tv20+ MmZ2+70 -8 Kps, (22)
realizando manipulaciones en (22) se obtiene
V < lollislllizll + lozlllslllgl = mllz)? (23)
~ 2l - kolls| - PTOTP.

con kp como el minimo valor propio de K p. El siguiente paso es seleccionar
las ganancies para garantizar que V' < 0. Es posible proponer kp = 2 + 4,
72 = 3v3 + 8§ y m = }v? + & para completar la funcién cuadrada, con § > 0.
Asi, (23) llega a ser negativa semidefinida, i.e,

5 T AT~ =~
v < -3llsl - 61131 - 812 - PO O P <o. (24)
Usando el Lema de Barbalat [13] es posible demostrar que conforme ¢ — oo

2-0,7—0,8-0,UP—0

6. Resultados experimentales

Se llevaron a cabo los experimentos para demostrar el desempefio del mode-
lo de friccién dindmica aqui presentado. Para tal propésito se utilizé un robot
industrial (ver Fig. 2(a)) que se encuentra en el Laboratorio de Robética de
la Universidad Nacional Auténoma de México. El robot es el A465 de CRS
Robotics. El esquema de control ha sido programado en una computadora Pen-
tium IV, con un tiempo de muestreo de 8 ms. Unicamente las tres primeras tres
articulaciones del robot se usaron para los experimentos. Cada articulacién es
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actuada mediante un motor de CD. Para implementar la ley de control (16), los
pares fueron convertidos a voltajes mediante el uso de constantes apropiadas {17].
Se llevaron a cabo dos experimentos para probar la compensacién dinimica de
friccién. La primera tarea consisti6 en el seguimiento de una trayectoria deseada
y la segunda en regular una posicién fija en el espacio articular. Para propdsitos
de comparacion, cada experimento adaptable se realizé con ¥ sin compensacién
dindmica de friccién. La trayectoria utilizada para seguimiento est4 dada por

((k1 + k2) sin(fwit))(1 — eKert®)
qq(t) = | (k3 + kq) sin(fwat))(1 - eKeat®) (25)
((ks + k) sin(fwsat))(1 — eKeat’)

con ki = 0,kz = ,174, k3 = 0,ka = ,174, ks = 0,349, kg = ~0,261, k.1 = k,2 =
ked =01, fur = fuz = fws = 0,5, A = diag(35, 35,35}, Kp = diag{30,30,30}.
Para el caso de regulacion la seleccién fue g4(t) = [0,03,0,03, 0,03|T. Las Figs. 1(a)
y 2(b) ilustran las trayectorias deseadas. Las Fig. 1(a) y 2(c) muestran los errores
de seguimiento en ambos casos en las tres articulaciones del robot. La Fig. 2(c) in-
cluye una comparacién de la compensacién de friccién usando el modelo original
de LuGre [2]. Se puede observar que los errores de seguimiento con compensacién
de friccién son reducidos significativamente en ambos casos, superando al contro-
lador sin adaptacién de friccién y el modelo en [2]. Las Figs. 2(e) y 2(f) muestran
la evolucidn en el tiempo de los pardmetros de friccién estimados. Las Figs. 1(b)
y 2(d) muestran la estimacién de los estados de friccién internos 3 ¥ ¥ cuando la
friccién adaptable estd activa. Los resultados experimentales confirman el buen
comportamiento del esquema adaptable propuesto. Esto es particularmente no-
table para la tarea de regulacién, donde claramente la trayectoria deseada no
tiene excitacion persistente.

N Estmaciindey Estmacién de 2
= Sinydapt F 1 0
Con Adapt F
i ¥ o= %0 goz S
Fy ) i
0 ] 10 18 ] s 10 15 ) o
U] [ o s 10 15 2 0 s 10 5 2
2| 1 04
[ S f I
3 ® z-z %0 S o2y
: 1] -4 W
0 5 10 15 [] s 10 18 -1 U 0
Pl ™ o 5 1w 15 2 0 s w0 15 2
] I o \/ i o8
2] To| >~——m0—
! L 1 o
d, e ] NG
0 s 10 15 0 5 10 15 c:o . TR .050 3 TR
tme
td 1 n o wl o
(a) (b)

Figura 1. Resultados experimentales para regulacién. a) Posicién deseada y errores de
seguimiento, b) Estimado de y y 2
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Cuadro 1. Resultados comparativos de los experimentos de seguimiento

Controlador Promedio L[g) = /4 fOT [1G112dt

...+F —-Kps 0.1681 [deg
...— Kps 1.0413 [deg
ve.+ Frugre — Kps 0.9366 [deg

El Cuadro 1 muestra la rafz cuadrdtica media -RMS- de la norma euclidiana
truncada para el error de posicién durante un tiempo T obtenidos en los ex-
perimentos. Como puede apreciarse, los resultados mostrados con adaptacién de
friccién superan con amplio margen a los resultados obtenidos sin adaptacién de

friccién y a los obtenidos con el modelo Lugre.

7. Conclusiones

Es presentado un modelo novedoso de friccién dindmica para compensacién de
friccién articular en robots industriales. La principal diferencia en el modelo
aqui presentado con respecto a [2], radica en la descripcién del efecto Stribeck,
el cual ahora es modelado con una ecuacién diferencial no lineal de primer orden.
El modelo resultante es un modelo de friccién dindmico de segundo orden que
reproduce el comportamiento de estado pseudo-estacionario y ofrece las mismas
propiedades de entrada-salida del modelo original. La principal ventaja de es-
ta nueva representacién con respecto a otros modelos de friccion dindmica se
centra en la posibilidad de identificar todos los pardmetros relevantes de fric-
cién en tiempo real mediante el uso de algoritmos de adaptacién de pardmetros
estandar. Esto es particularmente importante para aplicaciones de control de
friccién en tiempo real, donde los pardmetros cambian con el tiempo debido
a factores externos o variaciones en las condiciones de operacién. Se llevaron
a cabo experimentos en un robot comercial para probar el enfoque propuesto.
Los resultados confirman la factibilidad de operacién en linea de este esquema
de compensacién de friccion dindmica. Los resultados experimentales obtenidos
pueden ser considerados muy buenos en seguimiento y regulacion.
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Figura 2. Resultados experimentales para seguimiento. a) Robot CRS A465, b) Trayec-
torias deseadas, c) Errores de seguimiento, d) Estimado de y y z, d) Estimado de los
parametros de friccién [ooi Fei, 00i®, 0; + 2] e) Estimado de pardmetros de friccién
[Fsi = Feiyai]”.



